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Çàäà÷à î íîðìå îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ èç êîíóñà áûëà ïðåäëî-
æåíà Â. Ã. Ìàçüÿ. Îí òàêæå âûñêàçàë ãèïîòåçó îá îòâåòå â äâóìåð-
íîì ñëó÷àå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòà ãèïîòåçà ïîäòâåðæäåíà, à òàêæå
ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû äëÿ òð¼õìåðíîãî
ñëó÷àÿ.
2. Постановка задачи
Ïóñòü îáëàñòü 𝐾  êðóãîâîé êîíóñ â ïðîñòðàíñòâå R𝑛 c âåðøèíîé
â íà÷àëå êîîðäèíàò. Óãîë ìåæäó îáðàçóþùåé è îñüþ êîíóñà îáîçíà-
÷èì çà 𝛼 ∈ (0, 𝜋). Äîïîëíåíèå ê çàìûêàíèþ êîíóñà îáîçíà÷èì çà̃︀𝐾.
Ïóñòü 𝐻1  ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ôèíèòíûõ â R𝑛 ôóíêöèé,








à çàòåì ïîïîëíèì 𝐻1 ïî ýòîé íîðìå. Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîñòðàíñòâî
îáîçíà÷èì çà 𝐻.
Ïîñëå ïîïîëíåíèÿ íîðìà ìîæåò ñòàòü ïîëóíîðìîé. Íî åñëè






Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áûëà ôóíäàìåíòàëüíà
ïî íîðìå â 𝐻, òî îíà áóäåò ôóíäàìåíòàëüíà è ïî íîðìå Õàðäè. Òîãäà
ó ïðåäåëà áóäåò êîíå÷íàÿ íîðìà Õàðäè, ÷òî íåâåðíî äëÿ êîíñòàíò.
Ïîýòîìó ||𝑢||𝐻 äåéñòâèòåëüíî áóäåò íîðìîé ïðè 𝑛 > 3.
Îáîçíà÷èì çà ̃︀𝐻 àíàëîãè÷íîå ïðîñòðàíñòâî â ̃︀𝐾.
Ââåä¼ì îïåðàòîð 𝑇 : 𝐻 → ̃︀𝐻. Ïî ôóíêöèè 𝑢 èç 𝐻 îí ñòðîèò
ôóíêöèþ ̃︀𝑢 èç ̃︀𝐻, ñîâïàäàþùóþ ñ ôóíêöèåé 𝑢 íà ãðàíèöå êîíóñà 𝐾,
è ìèíèìèçèðóþùóþ ïî ýòè ãðàíè÷íûì äàííûì ôóíêöèîíàë ||𝑣|| ̃︀𝐻 .
Çàäà÷à  íàéòè íîðìó îïåðàòîðà 𝑇 .
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Ñóïðåìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì íåíóëåâûì ýëåìåíòàì èç 𝐻. Â ñëó÷àå
𝑛 = 2 ñóïðåìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì 𝑢 ∈ 𝐻, íå ðàâíûì êîíñòàíòàì. Íî
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû áåð¼ì ñóïðåìóì ïî íåíóëåâûì ôóíêöèÿì èç
𝐻1, òàê êàê 𝐻1 ïëîòíî â 𝐻. Çàìåòèì, ÷òî 𝑇𝑢 çàâèñèò òîëüêî îò çíà-
÷åíèÿ 𝑢 íà ãðàíèöå êîíóñà. Òî åñòü ïðè ôèêñèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ÷èñëèòåëü íå ìåíÿåòñÿ, à çíàìåíàòåëü ìèíèìàëåí, êîãäà
ôóíêöèÿ 𝑢 ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë ||𝑣||𝐻 ñ ýòèìè ãðàíè÷íûìè
äàííûìè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû èùåì ñóïðåìóì
ïî âñåâîçìîæíûì ãðàíè÷íûì äàííûì ó âûðàæåíèÿ






ãäå ôóíêöèè 𝑢 è ̃︀𝑢 ìèíèìèçèðóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèîíàëû.
3. Двумерный случай































Îáîçíà÷èì 𝑣(𝑠, 𝜑)  ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè 𝑤(𝜆, 𝜑) ïî ïå-











×èñëèòåëü ïðåîáðàçóåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, ìû èùåì
ñóïðåìóì ïî ãðàíè÷íûì äàííûì íà ãðàíèöå ïîëîñû









































Ïðè ýòîì â ôóíêöèîíàëå, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò 𝑣, íåò ïðîèçâîäíûõ
ïî 𝑠, ïîýòîìó çíà÷åíèå 𝑣 íà óðîâíå 𝑠0 çàâèñèò òîëüêî îò ãðàíè÷íûõ
äàííûõ â òî÷êå 𝑠0. Òàê ÷òî åñëè ìû áóäåì áðàòü äàííûå íà ãðàíè-
öå ïîëîñû, ñîñðåäîòî÷åííûå â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñóïðåìóìà, òî ìû
ñìîæåì ïðèáëèçèòüñÿ ê ýòîìó ñóïðåìóìó.
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Èòîãî, ìû èùåì ñóïðåìóì ïî âåùåñòâåííûì 𝑠 è ïî çíà÷åíèÿì íà
êîíöàõ îòðåçêà ó âûðàæåíèÿ












ãäå ôóíêöèè 𝑣 è ̃︀𝑣 ìèíèìèçèðóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèîíàëû.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑠 > 0. Íàïèøåì óðàâ-
íåíèå Ýéëåðà äëÿ 𝑣:
𝑠2𝑣 − 𝑣′′ = 0 ,
â ñëó÷àå 𝑠 = 0 åãî ðåøåíèå:
𝑣 = 𝑐1𝜑 + 𝑐2 .
Àíàëîãè÷íî
̃︀𝑣 = 𝑑1𝜑 + 𝑑2 .
Íî ôóíêöèè 𝑣 è ̃︀𝑣 óäîâëåòâîðÿþò îäèíàêîâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì,
ïîýòîìó























































4𝜋𝑠−4𝛼𝑠 − 1) − 𝑑22(𝑒−4𝜋𝑠+4𝛼𝑠 − 1)
𝑐21(𝑒
4𝛼𝑠 − 1) − 𝑐22(𝑒−4𝛼𝑠 − 1)
.
Íî îáå ôóíêöèè 𝑣 è 𝑣 óäîâëåòâîðÿþò îäèíàêîâûì ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì íà êîíöàõ îòðåçêà, îòêóäà ñëåäóþò ðàâåñòâà:





−2𝛼𝑠 = 𝑑1 + 𝑑2 .
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:
𝑥 := 𝑒2𝛼𝑠 ; 𝑦 := 𝑒2𝜋𝑠 .
Çàìåòèì, ÷òî 𝑦 > 𝑥 > 1. Âûðàçèì 𝑑1 è 𝑑2 ÷åðåç 𝑐1 è 𝑐2 :
𝑑1 =










Ïîäñòàâèì ýòî â âûðàæåíèå äëÿ ñóïðåìóìà (1) è ïîëó÷èì, ÷òî ìû
èùåì ñóïðåìóì ïî 𝑐1, 𝑐2 è 𝑠 ó âûðàæåíèÿ
𝑐21𝑥
2𝑦2 + 4𝑐1𝑐2𝑥
2𝑦2 − 4𝑐21𝑥4𝑦 − 4𝑐1𝑐2𝑥2𝑦 + 𝑐22𝑥2𝑦2 − 4𝑐1𝑐2𝑥4𝑦
(𝑐21𝑥
2 + 𝑐22)(𝑥
2 − 1)(𝑦2 − 𝑥2)
+
+
−4𝑐22𝑥2𝑦 + 𝑐21𝑥6 + 4𝑐1𝑐2𝑥4 + 𝑐22𝑥2 + 𝑐21𝑥4𝑦2 + 𝑐22𝑦2 + 𝑐21𝑥4 + 𝑐22𝑥4
(𝑐21𝑥
2 + 𝑐22)(𝑥
2 − 1)(𝑦2 − 𝑥2)
.
Ïóñòü 𝑐2 ̸= 0. Ïîñêîëüêó ýòî âûðàæåíèå îäíîðîäíî ñòåïåíè 0




ëó÷èì, ÷òî ìû èùåì ñóïðåìóì ïî âåùåñòâåííûì 𝑠 è 𝑑 ó âûðàæåíèÿ
−4𝑥2𝑦 + (𝑥2 + 1)(𝑥2 + 𝑦2)




· 4𝑥(𝑦 − 𝑥
2)(𝑦 − 1)
(𝑥2 − 1)(𝑦2 − 𝑥2)
. (2)
Íàéä¼ì ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì 𝑠 (òî åñòü ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ 𝑥 è 𝑦) ñóïðåìóì ïî 𝑑, à ïîòîì ñóïðåìóì ïî 𝑠. ßñíî, ÷òî 𝑑 = ±1,
â çàâèñèìîñòè îò çíàêà âûðàæåíèÿ
4𝑥
(𝑦 − 𝑥2)(𝑦 − 1)
(𝑥2 − 1)(𝑦2 − 𝑥2)
= 4𝑒2𝛼𝑠
(𝑒2𝜋𝑠 − 𝑒4𝛼𝑠)(𝑒2𝜋𝑠 − 1)
(𝑒4𝛼𝑠 − 1)(𝑒4𝜋𝑠 − 𝑒4𝛼𝑠)
.
Çíàìåíàòåëü âñåãäà áîëüøå íóëÿ. ×èñëèòåëü íåîòðèöàòåëåí ïðè
𝛼 ∈ (0, 𝜋2 ] è íåïîëîæèòåëåí ïðè 𝛼 ∈ [
𝜋
2 , 𝜋) ïðè ëþáûõ 𝑠 > 0.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè 𝑐2 = 0, òî ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå (2) ïðè
𝑑 = 0, ÷òî íå îïòèìàëüíî.
Òàêèì îáðàçîì, ðàçáèðàåì äâà ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò 𝛼.




. Â ýòîì ñëó÷àå ñóïðåìóì ïî 𝑑 äîñòèãà-
åòñÿ ïðè 𝑑 = 1, è âûðàæåíèå (2) ïðèîáðåòàåò âèä
(𝑥 + 1)(𝑦 − 𝑥)
(𝑥− 1)(𝑥 + 𝑦)
=
(𝑒2𝛼𝑠 + 1)(𝑒2𝜋𝑠 − 𝑒2𝛼𝑠)
(𝑒2𝛼𝑠 − 1)(𝑒2𝛼𝑠 + 𝑒2𝜋𝑠)
. (3)
Ïðè 𝑠 → ∞ äðîáü (3) ñòðåìèòñÿ ê 1, à ïðè 𝑠 → 0 âûðàæåíèå (3)
ñòðåìèòñÿ ê 𝜋−𝛼𝛼 > 1. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî
𝜋−𝛼
𝛼 ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì,
ïîêàæåì, ÷òî (3) âñåãäà ìåíüøå èëè ðàâíî 𝜋−𝛼𝛼 .
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Îáîçíà÷èì 𝑧 := 𝑒2𝑠. Òîãäà äîêàçûâàåì, ÷òî ïðè 𝑧 > 1
𝛼(𝑧𝜋+𝛼 + 𝑧𝜋 − 𝑧2𝛼 − 𝑧𝛼) 6 (𝜋 − 𝛼)(𝑧𝜋+𝛼 − 𝑧𝜋 + 𝑧2𝛼 − 𝑧𝛼)
𝜋(𝑧𝜋−𝛼 − 𝑧𝛼) 6 (𝜋 − 2𝛼)(𝑧𝜋 − 1)
Ïðè 𝑧 = 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî âåðíî ïðè 𝑧 > 1, äîêàæåì ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ
ïðîèçâîäíûõ:
𝜋((𝜋 − 𝛼)𝑧𝜋−𝛼−1 − 𝛼𝑧𝛼−1) 6 (𝜋 − 2𝛼)𝜋𝑧𝜋−1
(𝜋 − 𝛼)𝑧𝜋−2𝛼 − 𝛼 6 (𝜋 − 2𝛼)𝑧𝜋−𝛼
Ïðè 𝑧 = 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî âåðíî ïðè 𝑧 > 1, äîêàæåì ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ
ïðîèçâîäíûõ:
(𝜋 − 𝛼)(𝜋 − 2𝛼)𝑧𝜋−2𝛼−1 6 (𝜋 − 2𝛼)(𝜋 − 𝛼)𝑧𝜋−𝛼−1 ,
÷òî âåðíî.





. Â ýòîì ñëó÷àå ñóïðåìóì ïî 𝑑 äîñòèãà-
åòñÿ ïðè 𝑑 = −1, è âûðàæåíèå (2) ïðèîáðåòàåò âèä
(𝑥− 1)(𝑥 + 𝑦)
(𝑥 + 1)(𝑦 − 𝑥)
=
(𝑒2𝛼𝑠 − 1)(𝑒2𝛼𝑠 + 𝑒2𝜋𝑠)
(𝑒2𝛼𝑠 + 1)(𝑒2𝜋𝑠 − 𝑒2𝛼𝑠)
(4)
Ïðè 𝑠 → ∞ âûðàæåíèå (4) ñòðåìèòñÿ ê 1, à ïðè 𝑠 → 0 äðîáü (4)
ñòðåìèòñÿ ê 𝛼𝜋−𝛼 > 1. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî
𝛼
𝜋−𝛼 ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì,
ïîêàæåì, ÷òî (4) âñåãäà ìåíüøå èëè ðàâíî 𝛼𝜋−𝛼 .
Îáîçíà÷èì 𝑧 := 𝑒2𝑠. Òîãäà äîêàçûâàåì, ÷òî ïðè 𝑧 > 1
(𝜋 − 𝛼)(𝑧𝜋+𝛼 − 𝑧𝜋 + 𝑧2𝛼 − 𝑧𝛼) 6 𝛼(𝑧𝜋+𝛼 + 𝑧𝜋 − 𝑧2𝛼 − 𝑧𝛼)
𝜋(𝑧𝛼 − 𝑧𝜋−𝛼) 6 (2𝛼− 𝜋)(𝑧𝜋 − 1)
Ïðè 𝑧 = 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî âåðíî ïðè 𝑧 > 1, äîêàæåì ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ
ïðîèçâîäíûõ:
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𝜋(𝛼𝑧𝛼−1 − (𝜋 − 𝛼)𝑧𝜋−𝛼−1) 6 (2𝛼− 𝜋)𝜋𝑧𝜋−1
𝛼𝑧2𝛼−𝜋 − (𝜋 − 𝛼) 6 (2𝛼− 𝜋)𝑧𝛼
Ïðè 𝑧 = 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî âåðíî ïðè 𝑧 > 1, äîêàæåì ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ
ïðîèçâîäíûõ:
𝛼(2𝛼− 𝜋)𝑧2𝛼−𝜋−1 6 𝛼(2𝛼− 𝜋)𝑧𝛼−1 ,
÷òî âåðíî.
3.3. Результат. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îòâåò â äâóìåðíîì
ñëó÷àå:

































+ 𝑢2𝜃  êâàäðàò óãëîâîé êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà.
Ââåä¼ì íîâóþ ôóíêöèþ:
𝑤(𝑟, 𝜑, 𝜃) = 𝑟
1
2𝑢(𝑟, 𝜑, 𝜃) ,


















×èñëèòåëü ïðåîáðàçóåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ðåøàåì

























Àíàëîãè÷íî äâóìåðíîìó ñëó÷àþ ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó
ñóïðåìóìà ïî ãðàíè÷íûì äàííûì íà îêðóæíîñòè 𝑙(𝜑) è ïî âåùå-




















ïðè ýòîì 𝑣 è ̃︀𝑣 ìèíèìèçèðóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèîíàëû.




− ̃︀∆𝑣 = 0 , (5)










Çàôèêñèðóåì 𝑠. Ãðàíè÷íûå äàííûå  ôóíêöèÿ íà îêðóæíîñòè
𝑙(𝜑). Ðàçëàãàÿ ôóíêöèþ 𝑙(𝜑) â ðÿä Ôóðüå, ðåøàåì çàäà÷ó äëÿ 𝑣 è ̃︀𝑣. Â
óðàâíåíèè (5) äåëÿòñÿ ïåðåìåííûå, ïîýòîìó ðåøåíèå òîæå ïîëó÷àåò-
ñÿ â âèäå ðÿäà Ôóðüå. Äàëåå, ïîëüçóÿñü îðòîãîíàëüíîñòüþ áàçèñíûõ












ïîëó÷àåì, ÷òî ñóïðåìóì ýòîãî îòíîøåíèÿ äîñòàòî÷íî áðàòü òîëüêî
ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì. Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è ñëó÷àé 𝑙(𝜑) =
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𝑠𝑖𝑛(𝑘𝜑) ýêâèâàëåíòåí ñëó÷àþ 𝑙(𝜑) = 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝜑), ïîýòîìó íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî 𝑙(𝜑) = 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝜑), ãäå 𝑘 ∈ N, èëè 𝑙 ≡ 1 (ñëó-
÷àé 𝑘 = 0).
Òàêèì îáðàçîì ïîäñòàâëÿåì 𝑣(𝜑, 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝜑)𝑔(𝜃) â âûðàæåíèå


















(â ñëó÷àå 𝑘 = 0 êîíñòàíòà ïåðåä èíòåãðàëîì áóäåò 2𝜋).
Ôóíêöèÿ 𝑔 äîëæíà ìèíèìèçèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèî-
















= 0 . (6)
Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé cos 𝜃 = 𝑥, è îáîçíà÷èì 𝑞(𝑥) = 𝑞(cos 𝜃) =
𝑔(𝜃), òîãäà ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå:








𝑞 = 0 , (7)
ïðè÷¼ì åãî ðåøåíèå äîëæíî áûòü ðåãóëÿðíî ïðè 𝑥 = 1.
Ýòî óðàâíåíèå Ëåæàíäðà. Åãî ðåøåíèÿ  ëèíåéíàÿ êîìáèíà-
öèÿ ïðèñîåäèí¼ííûõ ôóíêöèé Ëåæàíäðà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, íî
òîëüêî îäíà èç íèõ (ïåðâîãî ðîäà) ðåãóëÿðíà â åäèíèöå, ïîýòîìó îíà
è áóäåò ðåøåíèåì.
Òàêèì îáðàçîì 𝑔(𝜃) = 𝑃 𝑘− 12+2𝑖𝑠
(cos 𝜃), ãäå 𝑃 𝑘− 12+2𝑖𝑠
 ïðèñîåäèí¼í-
íàÿ ôóíêöèÿ Ëåæàíäðà ïåðâîãî ðîäà ñòåïåíè
(︀
− 12 + 2𝑖𝑠
)︀
è ïîðÿäêà
𝑘 (𝑠 > 0, 𝑘 ∈ Z+).
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Âûïèøåì ôóíêöèîíàë, êîòîðûé ìû ìèíèìèçèðîâàëè, è ïðîèíòå-




































= 𝜋𝑔(𝛼)𝑔′(𝛼) sin (𝛼) .
Ïîñëåäíåå âåðíî, òàê êàê ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò 𝑔(𝜃), óìíîæåííàÿ íà
ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6).
Ñëó÷àé ̃︀𝑣 àíàëîãè÷åí, ïîýòîìó ̃︀𝑔 èìååò òàêîé æå âèä. Íî 𝑔 è ̃︀𝑔
óäîâëåòâîðÿþò îäèíàêîâîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, ïîýòîìó èõ çíà-
÷åíèÿ íà êîíöàõ äîëæíû ñòûêîâàòüñÿ. Òî åñòü ̃︀𝑔(𝜋 − 𝛼) = 𝑔(𝛼).
Îòñþäà íàõîäèòñÿ êîícòàíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó 𝑔 è ̃︀𝑔. Òî










































ãäå 𝑥 = cos𝛼 è 𝑞(𝑥) = 𝑃 𝑘− 12
(𝑥). Èç ôîðìóëû [3, 8.751.1] âèäíî, ÷òî
ôóíêöèÿ 𝑞(𝑥) ïîëîæèòåëüíà íà (−1, 1) è èìååò àñèìïòîòèêó 𝑎(1−𝑥)𝑘2
ïðè 𝑥 → 1, ãäå 𝑎  ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà (ñâîÿ äëÿ êàæäîãî 𝑘).
Ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííûõ 𝑘 > 0 èç óðàâíåíèÿ (7) ïîëó÷àåì, ÷òî
𝑞(𝑥) ìîíîòîííî óáûâàåò: âåäü åñëè 𝑞′(𝑥*) = 0 ïðè íåêîòîðîì 𝑥*, òî
èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 𝑞′′(𝑥*) > 0. Òîãäà íà (𝑥*, 1) îêàçûâàåòñÿ,
÷òî 𝑞′(𝑥) > 0, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê 𝑞(𝑥) ïîëîæèòåëüíà è ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ïðè 𝑥 → 1. Òîãäà 𝑞′(𝑥) âñåãäà îäíîãî çíàêà. Òîãäà îíà
îòðèöàòåëüíà, òàê êàê 𝑞(𝑥) ïîëîæèòåëüíà è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
𝑥 → 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî 𝑘 > 0 ôóíêöèÿ
𝑞(𝑥) ïîëîæèòåëüíà è óáûâàåò. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî
âåðíî è äëÿ 𝑘 = 0.
4.2. Значения f в ±1. Ìû çíàåì àñèìïòîòèêó 𝑞(𝑥) â îêðåñòíî-
ñòè 1:
𝑞(𝑥) ∼ 𝑎(1 − 𝑥)
𝑘
2 .
Èç ôîðìóëû [2, 7.12.20] äëÿ âðîíñêèàíà ðåøåíèé 𝑃 𝑘− 12
(𝑥) è 𝑄𝑘− 12
(𝑥)
ñëåäóåò, ÷òî àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ 𝑄𝑘− 12
(𝑥) ïðè 𝑥 → 1:{︃
𝑄𝑘− 12
(𝑥) ∼ 𝑑(1 − 𝑥)−𝑘2 ïðè 𝑘 > 1 ,
𝑄𝑘− 12
(𝑥) ∼ 𝑑 log (1 − 𝑥) ïðè 𝑘 = 0 ,
ãäå 𝑑  íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ñâîÿ äëÿ êàæäîãî 𝑘.
Èç óðàâíåíèÿ (7) ñëåäóåò, ÷òî 𝑟(𝑥) := 𝑞(−𝑥)  òîæå ðåøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ. Òî åñòü îíî ðàâíî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè 𝑃 𝑘− 12
(𝑥) è𝑄𝑘− 12
(𝑥).
Ïðè ýòîì îíî ëèíåéíî íåçàâèñèìî ñ 𝑞(𝑥), òàê êàê ïîñëåäíåå ìîíî-
òîííî óáûâàåò. Òîãäà êîýôèöèåíò ïðè 𝑄𝑘− 12
(𝑥) íå íóëåâîé. Îòñþäà
ïîëó÷àåì àñèïòîòèêó 𝑞(𝑥) ïðè 𝑥 → −1:{︃
𝑞(𝑥) ∼ 𝑏(1 + 𝑥)−𝑘2 ïðè 𝑘 > 1 ,
𝑞(𝑥) ∼ 𝑏 log (1 + 𝑥) ïðè 𝑘 = 0 ,
ãäå 𝑏  íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ñâîÿ äëÿ êàæäîãî 𝑘.
Äîêàæåì, ÷òî ïðè 𝑘 > 1 ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) → 1 ïðè 𝑥 → 1 è 𝑥 → −1.












2−1 â îêðåñòíîñòè − 1 .











Â ñëó÷àå 𝑘 = 0 äîêàæåì, ÷òî 𝑓(𝑥) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè 𝑥 → −1
è 𝑓(𝑥) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè 𝑥 → 1. Èç îäíîãî ñëåäóåò
äðóãîå, ïîýòîìó äîêàæåì äëÿ 1.
𝑞′(𝑥) ∼ 𝑐 â îêðåñòíîñòè 1
èç [3, 8.751.1], ãäå 𝑐  ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, è
𝑞′(𝑥) ∼ 𝑏(1 + 𝑥)−1 â îêðåñòíîñòè − 1 .
Ïîäñòàâëÿÿ â (8) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè 𝑥 → 1
𝑞(𝑥)𝑞′(−𝑥)
𝑞′(𝑥)𝑞(−𝑥)
∼ 𝑎𝑏(1 − 𝑥)
−1
𝑐𝑏 log (1 − 𝑥)
→ +∞ .
4.3. Поведение в окрестности нуля. Î÷åâèäíî, ÷òî 𝑓(0) =
1. Äîêàæåì, ÷òî
𝑓 ′(0) > 0 . (9)

































































Íàñ èíòåðåñóåò çíà÷åíèå â íóëå ó ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥):





































Ïîäñòàâëÿåì â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå çíà÷åíèå ôóíêöèè è ïðî-
èçâîäíûõ â íóëå è èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ:












































































































































)︁)︁2 =: 𝑄𝑘 . (10)
Ïîêàæåì, ÷òî 𝑄𝑘 → 0 ïðè 𝑘 → ∞. Îáîçíà÷èì 𝑡 := 𝑘2 −
3
4 . Òîãäà
íàñ èíòåðåñóåò ïðåäåë ïðè 𝑡 → ∞ ó âûðàæåíèÿ(︀














Ðàñïèøåì óìåíüøàåìîå è âû÷èòàåìîå ÷èñëèòåëÿ, èñïîëüçóÿ ôîðìó-
ëó Ñòèðëèíãà. Óìåíüøàåìîå:(︁
























































= 4 · (2𝜋)2 ·
(︁





































































































)︀)︀2 = 𝑂(︁1𝑡)︁ .
Òàêèì îáðàçîì, â ôîðìóëå (10) 𝑄𝑘 → 0 ïðè 𝑘 → ∞. Òåïåðü
ïîêàæåì, ÷òî 𝑄𝑘 > 0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè 𝑄2𝑛 è 𝑄2𝑛+1 ìîíîòîííî óáûâàþò.

























)︀)︁4 = 𝐵4𝐴4 > (16𝑛2 + 16𝑛 + 1)(4𝑛 + 1)216(4𝑛 + 3)2 .
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó óäâîåíèÿ [1, 6.1.18.] è çíà÷åíèÿ Ãàììà-



































)︀4 · 224𝑛 · (︁Ã(︀𝑛 + 14)︀)︁8 >










)︀4 · 224𝑛 · (︁Ã(︀𝑛 + 14)︀)︁8(16𝑛2 + 16𝑛 + 1)(4𝑛 + 1)2 > 1 .






















(4𝑛 + 4)(4𝑛 + 3)(4𝑛 + 2)(4𝑛 + 1)
)︀4(︀







4096𝑛6 + 24576𝑛5 + 57088𝑛4 + 64512𝑛3 + 36208𝑛2 + 9120𝑛 + 825
4096𝑛6 + 24576𝑛5 + 57088𝑛4 + 64512𝑛3 + 36208𝑛2 + 8736𝑛 + 441
> 1 .

























Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî íåðàâåíñòâî (12), à ñëåäîâàòåëüíî, è
íåðàâåíñòâî (11). Òåïåðü ïðîäåëàåì àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ñ 𝑄2𝑛+1


























)︁)︁4 = 𝐵4𝐴4 > (16𝑛2 + 32𝑛 + 13)(4𝑛 + 3)216(4𝑛 + 5)2 .
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó óäâîåíèÿ [1, 6.1.18.] è çíà÷åíèÿ Ãàììà-

























= 𝜋 · (4𝑛 + 2)!
26𝑛+
5
2 (2𝑛 + 1)!
.
Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (13) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó:(︁







2 (2𝑛 + 1)!
)︁4
>

















(16𝑛2 + 32𝑛 + 13)(4𝑛 + 3)2
> 1 .
Èòîãî îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî 𝑧𝑛 > 1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêà-











(2𝑛 + 3)(2𝑛 + 2)
)︀4
(16𝑛2 + 64𝑛 + 61)(4𝑛 + 5)2(4𝑛 + 7)2(︀
(4𝑛 + 6)(4𝑛 + 5)(4𝑛 + 4)(4𝑛 + 3)
)︀4
(16𝑛2 + 32𝑛 + 13)(4𝑛 + 9)2(4𝑛 + 3)2
=
=
4096𝑛6 + 36864𝑛5 + 133888𝑛4 + 250368𝑛3 + 253168𝑛2 + 130704𝑛 + 26901
4096𝑛6 + 36864𝑛5 + 133888𝑛4 + 250368𝑛3 + 253168𝑛2 + 130320𝑛 + 26325
> 1 ,
òî åñòü 𝑧𝑛 > 𝑧𝑛+1.

































𝑒−8𝑛 · 16𝑛2 · 16𝑛2
→ 1 .
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Òàêèì îáðàçîì ìû ïîêàçàëè, ÷òî
𝑓 ′(0) = 𝑄𝑘 > 0 .
4.4. Сравнение с единицей. Äîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì 𝑘{︂
𝑓(𝑥) < 1 ïðè 𝑥 ∈ (−1, 0)
𝑓(𝑥) > 1 ïðè 𝑥 ∈ (0, 1) . (14)
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî îäíî èç íåðà-
âåíñòâ. Äîêàæåì âòîðîå.


























= 𝑦′(𝑥) + (𝑦(𝑥))2 ,


















Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑟(𝑥) := 𝑃 𝑘− 12
(−𝑥) òîæå óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ (7). Îíà ïîëîæèòåëüíà è âîçðàñòàåò. Òàêèì îáðàçîì, ïðè-
íèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî 𝑞
′(𝑥)











> 0 íà (0, 1).










Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê 𝑞(𝑥) = 𝑟(−𝑥), òî 𝑦(0) = −𝑧(0) è 𝑦′(0) = 𝑧′(0).











ãäå âòîðîé ìíîæèòåëü ïîëîæèòåëüíûé, ñîãëàñíî ôîðìóëå (9). Ñà-
ìà ôóíêöèÿ 𝑞 ïîëîæèòåëüíà è óáûâàåò, ïîýòîìó ïåðâûé ìíîæèòåëü
òîæå ïîëîæèòåëåí. Ïîýòîìó 𝑦′(0) = 𝑧′(0) > 0.
Èòîãî íà [0, 1) ó íàñ åñòü äâå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâ-
íåíèþ (15)  îòðèöàòåëüíàÿ 𝑦(𝑥) è ïîëîæèòåëüíàÿ 𝑧(𝑥), ïðè ýòîì





áîëüøå íóëÿ. Òàê êàê â íóëå çíà÷åíèå ñóì-
ìû ðàâíî íóëþ, à ïðîèçâîäíàÿ ñóììû â íóëå ïîëîæèòåëüíà, òî â
íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè (0, 𝜖) ìû äîêàçàëè ýòî íåðàâåíñòâî.












íà (0, 1) . (16)
Ôóíêöèÿ 𝑦(𝑥) = 𝑞
′(𝑥)
𝑞(𝑥) , ãäå 𝑞(𝑥) = 𝑃
𝑘
− 12
(𝑥). Ïðè ýòîì ìû çíàåì
ðàçëîæåíèå äëÿ 𝑞(𝑥):
𝑞(𝑥) = 𝛽 · (1 − 𝑥)
𝑘
2 + 𝛾 · (1 − 𝑥)
𝑘
2+1 + · · ·
𝑞′(𝑥) = −𝛽 · 𝑘
2
· (1 − 𝑥)
𝑘





· (1 − 𝑥)
𝑘
2 + · · ·
Ïîýòîìó åñòü òàêèå êîíñòàíòû 𝜈 è 𝜇, ÷òî
𝑦(𝑥) = − 𝑘
2(1 − 𝑥)
+ 𝜈 + · · · = − 𝑘
1 − 𝑥2








Íàéä¼ì 𝜇, ïîäñòàâèâ ýòî â óðàâíåíèå (15).
− 2𝑥𝑘
(1 − 𝑥2)2

































8𝑘𝜇 + 8𝑥𝜇 + 1
4(1 − 𝑥2)
,
òî åñòü ïîñëåäíåå âûðàæåíèå îãðàíè÷åíî ïðè 𝑥 = 1, ïîýòîìó
8𝑘𝜇 + 8𝑥𝜇 + 1
⃒⃒
𝑥=1
= 0 ⇐⇒ 𝜇 = − 1
8(𝑘 + 1)
.
Îáîçíà÷èì ÷èñëî 𝑢 := −𝑘2 +
√
4𝑘2+1
4 ∈ (0, 1), è ââåä¼ì ôóíêöèþ





Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (16) äîêàæåì, ÷òî











íà (0, 1) . (18)
Íà÷í¼ì ñ äîêàçàòåëüñòâà (17).
Òàê êàê îáå ôóíêöèè 𝑦(𝑥) è ℎ(𝑥) îòðèöàòåëüíûå, òî äëÿ (17)
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî 𝑦(𝑥) > ℎ(𝑥).










è ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî â îêðåñòíîñòè 1.
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Îáîçíà÷èì çà 𝐸𝑞[ℎ] ïîäñòàíîâêó ôóíêöèè ℎ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ (15). Òîãäà
























4(𝑘 + 𝑢)(1 − 𝑥2)
.
Òàê êàê ℎ′(𝑥) = − 2𝑘𝑥(1−𝑥2)2 , ïîëó÷àåì, ÷òî













4(𝑘 + 𝑢)(1 − 𝑥2)






4(𝑘 + 𝑢)(1 − 𝑥2)
> 0
−𝑥2 + 16(𝑘 + 𝑢)𝑥− 16(𝑘 + 𝑢)𝑢 + 1 > 0 .
Ãðàôèê ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà  âîãíóòàÿ ïàðàáîëà, è
òî÷êà 𝑥 = 1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó. Ïîýòîìó îíî òî÷íî áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ íà (𝑥0, 1], ãäå 𝑥0  ëåâûé êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.
Ïîñ÷èòàåì åãî:
𝑥0 = 8(𝑘 + 𝑢) −
√︀
64(𝑘 + 𝑢)2 − 16(𝑘 + 𝑢)𝑢 + 1 .




𝑥0 = 4𝑘 + 2
√︀




4𝑘2 + 1)2 = 0 .
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Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî (20), è òîãäà èç (19) ïîëó÷àåì, ÷òî íà
(0, 1) âûïîëíåíî:
ℎ′(𝑥) = 𝐸𝑞[ℎ](𝑥) + 𝑣(𝑥) , ãäå 𝑣(𝑥)  ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Âñïîìíèì, ÷òî â íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè 1 âåðíî 𝑦(𝑥) > ℎ(𝑥).
×òîáû äîêàçàòü ýòî íåðàâåíñòâî íà (0, 1), èñïîëüçóåì ïðèíöèï
ñðàâíåíèÿ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü
íåðàâåíñòâî íåâåðíî. Òîãäà îáîçíà÷èì çà 𝑥1 ñàìóþ ïðàâóþ òî÷êó, â
êîòîðîé ℎ(𝑥1) = 𝑦(𝑥1). Â òàêîì ñëó÷àå 𝑦(𝑥) > ℎ(𝑥) ïðè 𝑥 > 𝑥1, ïî-
ýòîìó 𝑦′(𝑥1) > ℎ′(𝑥1). Íî òàêîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò,
òàê êàê
ℎ′(𝑥1) = 𝐸𝑞[ℎ](𝑥1) + 𝑣(𝑥1) > 𝐸𝑞[ℎ](𝑥1) = 𝐸𝑞[𝑦](𝑥1) = 𝑦
′(𝑥1) .
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè (17).
Òåïåðü äîêàçûâàåì (18). Ýòî íåðàâåíñòâî ñâîäèòñÿ ê
1 − 16𝑢(𝑘 + 𝑢) < 𝑥2 .
Ïîäñòàâëÿåì çíà÷åíèå 𝑢 è ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî 0 < 𝑥2, êîòîðîå
âåðíî íà (0, 1).
Íåðàâåíñòâî (18) äîêàçàíî. À èç (17) è (18) ñëåäóåò (16).




áîëüøå íóëÿ. Êàê ìû ïîìíèì, â íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè (0, 𝜖) ýòî
íåðàâåíñòâî óæå åñòü. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà íà âñ¼ì ïðî-
ìåæóòêå îïÿòü èñïîëüçóåì ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ äëÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü â êàêîé-òî ìîìåíò íåðàâåí-





= 0. Òî åñòü 𝑧(𝑥2) = −𝑦(𝑥2). Îáå ôóíêöèè 𝑦 è 𝑧 óäîâëåòâîðÿ-









































Ðàâåíñòâî * âåðíî â ñèëó 𝑧(𝑥2) = −𝑦(𝑥2), à ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî




6 0, âåäü ýòî ïåðâàÿ òî÷-





áîëüøå íóëÿ íà (0, 1),
èç ÷åãî, êàê ìû çíàåì, ñëåäóåò âòîðîå íåðàâåíñòâî â (14), à, ñëåäî-
âàòåëüíî, è âñ¼ (14).
5. Заключение


















Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå çàäà÷à ñâåäåíà ê ïîèñêó ñóïðåìóìà ïî öå-





ãäå 𝑔(𝜃) = 𝑃 𝑘− 12+2𝑖𝑠
(cos 𝜃), ãäå 𝑃 𝑘− 12+2𝑖𝑠
 ïðèñîåäèí¼ííàÿ ôóíêöèÿ Ëå-
æàíäðà ïåðâîãî ðîäà.
Ïðè 𝑠 = 0 ïðî ýòî âûðàæåíèå âûÿñíåíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑘 ïðè
𝛼 ∈ (0, 𝜋2 ) îíî áîëüøå åäèíèöû, à ïðè 𝛼 ∈ (
𝜋
2 , 𝜋) îíî ìåíüøå åäèíèöû.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ||𝑇 || > 1 ïðè 𝛼 < 𝜋2 . Áîëåå òîãî, èç àñèìïòîòèêè
𝑓(𝑥) ïðè 𝑥 → 1 è 𝑘 = 0 ñëåäóåò, ÷òî ïðè 𝛼 → 0 âûïîëíåíî ||𝑇 || → ∞.
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